Identifikasi Jenis Konik dan Kuadrik Berdasarkan Bentuk Matriks A dan Elemen Matriks K pada Persamaan Kuadratik X\u27Ax+Kx+j=0 by Bangun, P. B. (Putra) et al.
Jurnal Penelitian Sains Volume 14 Nomer 3(A) 14301
Identikasi Jenis Konik dan Kuadrik Berdasarkan Bentuk MatriksA dan Elemen Matriks K pada Persamaan Kuadratikx0Ax+Kx+ j = 0
Putra B. J. Bangun, Irmeilyana, dan Derry AlamsyahJurusan Matematika, Universitas Sriwijaya, Sumatera Selatan, Indonesia
Intisari: Konik (irisan kerucut) merupakan persamaan kuadratik dalam dua variabel yaitu x dan y. Sedangkan kuadrikmerupakan persamaan kuadratik dalam 3 variabel, yaitu x; y; dan z. Kedua bentuk persamaan kudratik tersebut dapatdinyatakan dalam notasi matriks, berbentuk x0Ax+Kx+ j = 0. Bentuk konik dan kuadrik dapat dikenali dari bentukmatriks A dan elemen matriks K, yang berhubungan dengan pola perkalian silang dan pasangan dari masing-masingvariabel pada persamaan kuasratiknya. Untuk dapat mengidentikasi bentuk grak persamaan kuadratik tersebutdilakukan dengan penstandaran berdasarkan Teorema Sumbu Utama pada R2 dan R3. Penstandaran bentuk dapatmelalui rotasi, translasi, atau gabungan rotasi-translasi menjadi system koordinat baru (dengan perubahan variabel).Kata kunci: konik, kuadrik, Teorema Sumbu Utama. Juli 2011
1 PENDAHULUAN
B entuk kuadratik Q dalam n variabelx1; x2; : : : ; xnadalah suatu polinomial berpangkat dua dengan ben-tuk
Q = nXi=1 aiix2i + 2 X1i<jn aijxixj ; aij 2 Ratau dalam notasi matriks Q = xTAx dengan x =0BBBB@
x1x2...xn
1CCCCA, dan A = (aij); i; j = 1; 2; : : : ; n adalah ma-
triks simetrik. Q Bentuk merupakan suatu fungsidari Rn ke R. Contoh suatu persamaan yang men-gandung bentuk kuadratik ini, adalah ax2 + 2bxy +cy2 + dx + ey + f = 0 (dengan paling sedikit satunilai dari a; b; c tidak nol) yang dikenal sebagai per-samaan kuadratik dalam dua variabel (x dan y) ataudisebut juga konik (irisan kerucut). Selain itu jugaax2+by2+cz2+2dxy+2exz+2fyz+gx+hy+iz+j =0 (dengan nilai a; b; c tidak semuanya nol) disebutpersamaan kuadratik dalam 3 variabel (x; y dan z)atau dikenal dengan permukaan kuadrik. Kedua per-samaan kuadratik ini dapat dinyatakan dalam notasimatriks, berbentuk xTAx+Kx+ j = 0 . Pada konik
A =  a bb c
!, x =  xy
! dan K = d e . Sedangkan
pada kuadrik
A = 0B@a d ed b fe f c
1CA ; x =
0B@xyz
1CA dan K = g h i
. Konik dan permukaan kuadrik yang paling seder-hana terjadi jika konik dan kuadrik berada dalam po-sisi standar (berpusat pada pusat sumbu koordinat).Jika permukaan kuadrik dipotong oleh suatu bidang,maka bidang hasil irisannya berbentuk kurva disebuttrace bidang [1]. Trace bidang ini merupakan bentuk-bentuk konik.Konik-konik berbentuk elips, lingkaran, hiperboladan parabola merupakan konik non degenerate. Konikselainnya disebut degenerate, yang didalamnya ter-masuk titik, suatu garis, pasangan garis (baik yangberpotongan, maupun yang sejajar) dan himpunankosong (, yang dikenal juga konik imajiner).Sedangkan jenis kuadrik dapat berbentuk elipsoid,bola, hyperboloid, dan paraboloid. Bentuk-bentuk je-nis konik non degenerate dan kuadrik ini mempun-yai persamaan umum yang tidak melibatkan perkaliansilang antar variabel. Adanya satu atau lebih polaperkailan silang, yaitu pola perkalian silang xy padakonik dan pola xy; xz; dan yz pada kuadrik, membuatbentuknya sulit dikenali/diidentikasi. Dalam hal iniperlu dikaji bentuk matriks A dan elemen matriksK dari persamaan kuadratik, sehingga bentuk konikmaupun kuadrik dapat dengan 'mudah' diketahui.Permasalahan yang dibahas adalah bagaimana mengi-c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kasi bentuk matriks A pada bentuk kuadratik xTAxdan elemen matriks K.
2 METODE PENELITIANLangkah-langkah dalam mengidentikasi jenis konikdan kuadrik serta merepresentasikan grak persamaanxTAx+Kx+ j = 0 adalah:1. Menuliskan persamaan kuadratik dalam bentukmatriks.2. Menentukan nilai eigen dari matriks A.3. Mengidentikasi bentuk matriks A berdasarkantanda nilai-nilai eigen-nya.4. Mengidentikasi pengaruh elemen matriks K.5. Mengidentikasi bentuk konik/kuadrik denganmenghubungkan tanda konstanta dan bentuk ma-triks A dengan persamaan bentuk kuadrik dalamposisi standar.
3 HASIL DAN PEMBAHASAN3.1 Identikasi Jenis Konik (Irisan Kerucut)pada xTAx+Kx+ f = 0Bentuk-bentuk dari persamaan konik ax2 + 2bxy +cy2+dx+ ey+ f = 0 (dengan paling sedikit satu nilaidari a; b; c tidak nol) non degenerate pada posisi stan-dar (berpusat pada O(0; 0)), tidak mengandung polaperkalian silang (nilai b = 0). Bentuk konik non degen-
erate yang berpusat di (0; 0) mempunyai persamaankuadratik dengan A merupakan matriks diagonal (de-ngan elemen diagonalnya adalah a dan c yang tidaksemuanya nol) dan K = 0 untuk persamaan ellips danhiperbola.UntukK 6= 0, untuk persamaan ellips dan hiperboladilakukan proses translasi. Dalam hal ini nantinya di-hasilkan persamaan konik dalam posisi standar dengansistem koordinat baru.Sedangkan untuk persamaan parabola yang 'ber-pusat' di (0,0), satu dari nilai a dan c bernilai nol.Jika a = 0, maka e 6= 0 dan jika c = 0, maka d 6= 0.Dalam hal ini K 6= 0.Persamaan kuadratik dalam x dan y yang tidakmempunyai pola perkalian silang (b = 0) atau Amerupakan matriks diagonal dan dengan K = 0 (un-tuk ellips dan hiperbola) dapat diidentikasi bentukkoniknya dari jumlah tanda nilai-nilai dari a; c, dankonstanta (yang positif, negatif, dan yang nol), de-ngan nilai a dan c ini merupakan nilai eigen dari A.Selanjutnya untukK 6= 0, terjadi perubahan vari-abel melalui proses translasi, yaitu menjadi a(x +
d2a )2 + c(y + e2c )2 + l = 0 Atau ax02 + cy02 + l =0; dengan l = f   d24a   e24c , x0 = x + d2a dan.y0 = y + e2c Berdasarkan proses translasi ini bentukkonik berada pada posisi 'standar' dengan persamaankonik ax02 + cy02 + l = 0 yang pusatnya berada pada(  d2a ;  e2c ) .Sedangkan untuk b yang tidak bernilai nol, perlumemperhatikan nilai-nilai eigen dari A. BerdasarkanTeorema Sumbu UtamaR2, proses untuk mempresen-tasikan bentuk konik yang mengandung pola perkaliansilang secara grak dapat melalui proses rotasi yangmungkin juga diikuti dengan proses translasi (untukK 6= 0 ).Adapun prosedur untuk mengidentikasi bentukkonik yang dirotasi dari posisi standar sebagai berikut:
1. Menentukan polinomial karakteristik dari A.2. Menentukan nilai-nilai eigen (1 dan 2) danvektor-vektor eigen (x1 dan x2) padanannya.3. Ortonormalisasi vektor-vektor eigen dari A.Karena xi 2 R2; i = 1; 2 , maka tentukan vek-tor satuan dari xi(menjadi ui)
4. Membentuk matriks p = u1 u2
5. Menentukan det(P ) dan sudut  Jika det(P ) = 1,maka P mempresentasikan suatu rotasi melaluisudut  . Jika det(P ) =  1, maka lakukan per-tukaran terhadap 2 kolom pada matriks P , se-hingga det(P ) = 1.6. Pengubahan sistem koordinat, dengan mensubti-tusiX = PX 0 , dimana x0 =  x0y0
! dan x =  xy
!,sehingga didapat Q = 1x02 + 2y027. Subtitusikan x = Px0 ke persamaan kuadratik,sehingga persamaan konik menjadi Q +KPx0 +f = 0 pada sistem koordinat-x0y0 (dan koordinat-x00y00 , jika dilanjutkan dengan translasi (apabilaK 6= 0)).
Matriks P mendiagonalisasi xTAx secara ortogonal,sehingga menjamin transformasi koordinat yang or-togonal, yang merupakan suatu proses rotasi. Hasildari rotasi ini adalah persamaan konik yang tidakmengandung pola perkalian silang.Proses translasi atau rotasi ataupun proses rotasiyang dikuti dengan proses translasi menghasilkan per-samaan konik dalam posisi standar pada sistem koor-dinat yang baru.Untuk K 6= 0 terdapat paling sedikit satu pasan-gan dari x02 dengan x02 atau pasangan y02 dengan y014301-2
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3.2 Identikasi Jenis Kuadrik pada
xTAx+Kx+ j = 0Suatu persamaan kuadratik
ax2+by62+cz2+2dxy+2exz+2fyz+gx+hy+iz+j = 0dengan nilai a; b; c tidak semuanya nol, atau berbentukxTAx+Kx+ j = 0.Persamaan kuadrik berada pada R3, dan pusatkuadrik berhubungan dengan bidang-xy, bidang-yz,bidang-xz atau bidang-bidang yang sejajar dengansalah satu bidang tersebut. Bentuk persamaankuadrik dalam posisi standar tidak mengandung polaperkalian silang (nilai b = 0). Bentuk kuadrik ellip-soid, hiperboloid dan kerucut elliptik yang berpusatdi (0,0,0), mempunyai persamaan kuadratik denganA merupakan matriks diagonal (dengan elemen diag-onalnya adalah a; b; dan c yang tidak nol) dan K = 0.UntukK 6= 0, untuk ellipsoid, hiperboloid dan keru-cut elliptik dilakukan proses translasi. Dalam hal ininantinya dihasilkan persamaan kuadrik dalam posisistandar dengan sistem koordinat baruSedangkan untuk bentuk paraboloid eliptik danpraboloid hiperbolik yang 'berpusat' di (0,0,0), satudari nilai a; b; dan c bernilai nol dan dua dari nilai g; h;dan i bernilai nol. Nilai elemen K yang tak nol bers-esuaian dengan satu dari nilai a; b; c yang nol (variabelsama).Persamaan kuadratik dalam x; y dan z yang tidakmempunyai pola perkalian silang (d = e = f = 0) atauA merupakan matriks diagonal dan dengan K = 0(untuk ellipsoid, hiperboloid dan kerucut elliptik),dapat diidentikasi bentuk kuadriknya dari jumlahtanda nilai-nilai dari a; b; c; dan konstanta (yang posi-tif, negatif, dan yang nol), dengan nilai a; b dan c inimerupakan nilai eigen dari A:Untuk K 6= 0 terjadi perubahan variabel melaluiproses translasi menjadi ax02 + by02 + cz02 + l = 0 ;dengan x0 = x + g2a ; y0 = y + h2b dan z0 = z + i2c ,sehingga bentuk kuadrik pada posisi 'standar' padasistem koordinat baru dengan pusat kuadrik pada(  g2a ;  h2b ;  i2c ).Sedangkan untuk b yang tidak bernilai nol,maka perlu memperhatikan nilai-nilai eigen dari A.Berdasarkan Teorema Sumbu Utama R3, proses un-tuk mempresentasikan bentuk konik yang mengan-dung pola perkalian silang secara grak dapat melalui
proses rotasi yang mungkin juga diikuti dengan prosestranslasi (untuk K 6= 0 ).Prosedur untuk mengidentikasi kuadrik yang diro-tasi dari posisi standar:1. Menentukan polinomial karakteristik dari A.2. Menentukan nilai-nilai eigen ( 1; 2dan 3 ) danvektor-vektor eigen (x1; x2dan x3) padanannya.3. Ortonormalisasi vektor-vektor eigen dari A.Karena xi 2 R2; i = 1; 2; 3 , maka tentukan vektorsatuan dari xi(menjadi ui )4. Membentuk matriks P = U1 u2 u35. Pengubahan sistem koordinat, dengan mensubti-
tusi x = Px0 , dimana x0 = 0B@x0y0z0
1CA dan x =
0B@xyz
1CA
, sehingga didapat Q = 1x02 + 2y02 + 3z02 .6. Menentukan det(P ) dan sudut  Jika det(P ) = 1,maka P mempresentasikan suatu rotasi melaluisudut . Jika det(P ) =  1, maka lakukan per-tukaran terhadap 2 kolom pada matriks P , se-hingga det(P ) = 1.7. Subtitusikan x = Px0 ke persamaan kuadratik,sehingga persamaan kuadrik menjadi Q+KPx0+j = 0 pada sistem koordinat- x0y0z0 (dankoordinat- x00y00z00 , jika dilanjutkan dengantranslasi(K 6= 0)). Matriks P mendiagonalisasixTAx secara ortogonal, sehingga menjamin trans-formasi koordinat yang ortogonal, yang meru-pakan suatu proses rotasi.Hasil dari rotasi ini adalah persamaan kuadrik yangtidak mengandung pola perkalian silang.Proses translasi atau rotasi ataupun proses rotasiyang dikuti dengan proses translasi menghasilkan per-samaan kuadrik dalam posisi standar pada sistem ko-ordinat yang baru.Matriks P merupakan himpunan vektor-vektorortonormal yang bersesuaian dengan nilai-nilai eigentersebut sehingga didapat 1x02+2y02+3Z 02+g0 +h0y0 + i0z0 + j = 0 atau x0TAx0 +KPx0 + j = 0 Un-tuk K = 0 hanya terjadi proses rotasi yang meng-hasilkan persamaan berikut: x0TAx0 + j = 0 atau1x02 + 2y02 + 3z02 + j = 0 , yang dapat ditulis1x02 + 2y02 + 3z02 =konstantaNamun untuk K 6= O maka terdapat paling sedikitsatu pasangan dari x02 dengan x02 atau pasangany02 dengan y0 atau z02 dengan z02n . Proses penen-tuan persamaan kuadrik dilanjutkan dengan prosestranslasi, sehingga persamaan kuadratik menjadi:
1x002 + 2y002 + 3z002 kostanta14301-3
Bangun dkk./Identifikasi Jenis Konik . . . Jurnal Penelitian Sains 14 3(A) 14301Akan tetapi untuk kuadrik berupa paraboloid eliptikdan praboloid hiperbolik proses translasi ini tidak ter-jadi.
4 KESIMPULANBerdasarkan pembahasan sebelumnya dapat disim-pulkan sebagai berikut:1. Jika ada pola perkalian silang, maka matriks Adidiagonalisasi, yang merupakan proses rotasi ter-hadap sumbu utama.2. Jika terdapat minimal satu pasangan variabeldari suatu persamaan kuadratik, maka prosesyang dilakukan adalah translasi.3. Bentuk standar (tidak mengandung polaperkalian silang dan tidak terdapat satu pasan-gan pun dari masing-masing variabel ) dapatdiidentikasi bentuk konik ataupun kuadriknyaberdasarkan tanda (positif/negatif) dari nilai-nilai eigen matriks A.
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Tabel 1: Hubungan Bentuk Konik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstanta dari Persamaan Kuadratik pada PosisiStandar
Jumlah Tanda Tanda Persamaan
No Nilai Eigen A Konstanta Kuadratik Bentuk Konik+   Nol1 2 0 0 Positif ax2 + cy2 = konst Ellips(termasuk lingkaran jika a = c = r )2 2 0 0 Negatif ax2 + cy2 = konst Konik imajiner Tidak memiliki grak3 2 0 0 Nol ax2 + cy2 = konst Konik degenerate Berupa titik4 1 1 0 Positif/Negatif ax2   cy2 = konst Hiperbola5 1 1 0 Nol ax2   cy2 = konst Konik degenerate Berupa perpotongan2 garis yang tegak lurus6 1 0 1 Positif/Negatif/Nol ax2   ey = konst Parabolaatau cy2   dx = konst7 1 0 1 Positif ax2 = konst atau Konik degeneratecy2 = konst Berupa sepasang garis8 1 0 1 Negatif ax2 = konst atau Konik imajinercy2 = konst Tidak memiliki grak9 1 0 1 Nol ax2 = konst atau Konik degeneratecy2 = konst Berupa sebuah garis
Tabel 2: Hubungan Bentuk Konik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstata dari Persamaan Kuadratik Baru pada Posisi'Standar'
Jumlah Tanda Tanda Persamaan
No Nilai Eigen A Konstanta Kuadratik Bentuk Konik+   Nol1 2 0 0 Positif 1x002 + 2y002 = konst Ellips (termasuk lingkaran jika 1 = 2 = r)2 2 0 0 Negatif 1x002 + 2y002 = konst Konik imajiner, Tidak memiliki grak3 2 0 0 Nol 1x002 + 2y002 = konst Konik degenerate, Berupa titik4 1 1 0 Positif/Negatif 1x002 + 2y002 = konst Hiperbola5 1 1 0 Nol Konik degenerate, Berupa perpotongan 2garis yang tegak lurus6 1 0 1 Positif/Negatif 1x002   e00y00 = konst atau Parabolaatau Nol 1y002   d00x00 = konst7 1 0 1 Positif 1x002 = konst atau Konik degenerate,1y002 = konst Berupa sepasang garis8 1 0 1 Negatif 1x002 = konst atau Konik imajiner,1y002 = konst Tidak memiliki grak9 1 0 1 Nol 1x002 = konst atau Konik degenerate,1y002 = konst Berupa sebuah garisCatatan:i. Matriks A pada bentuk (1) sampai (3) merupakan matriks denit positif (semua nilai eigennya bernilai positif),yang bentuk koniknya adalah ellips (termasuk lingkaran), konik imajiner dan titik,tergantung pada tanda konstantanya.ii. Matriks A pada bentuk (4) dan (5) merupakan matriks indenit, yang bentuk koniknya berupa hiperboladan perpotongan dua garis yang tegak lurus, tergantung pada tanda konstantanya.iii. Matriks A pada bentuk (6) sampai (9) merupakan matriks semi denit positif (juga merupakan matriks singular),yang bentuk koniknya berupa parabola, sebuah garis, konik imajiner dan sepasang garis ,tergantung pada tanda konstantanya.
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Tabel 3: Hubungan Bentuk Kuadratik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstata dari Persamaan Kuadratik pada PosisiStandar
Jumlah Tanda Tanda Persamaan
No Nilai Eigen A Konstanta Kuadratik Bentuk Konik+   Nol1 3 0 0 Positif ax2 + by2 + cz2 = konst Ellipsoid (termasuk bola jika a = b = r )2 2 1 0 Positif ax2 + by2   cz2 = konst Hiperboloid 1 potong3 2 1 0 Negatif ax2 + by2   cz2 = konst Hiperboloid 2 potong4 2 1 0 Nol ax2 + by2   cz2 = konst Kerucut eliptik5 2 0 1 Positif/Negatif/Nol ax2 + by2 + iz = 0 Paraboloid eliptik(jika c = 0, maka i 6= 0)6 1 1 1 Positif/Negatif/Nol ax2 + by2 + iz = 0 Paraboloid hiperbolik(jika c = 0, maka i 6= 0)
Tabel 4: Hubungan Bentuk Kuadratik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstata dari Persamaan Kuadratik Baru padaPosisi 'Standar'
Jumlah Tanda Tanda Persamaan
No Nilai Eigen A Konstanta Kuadratik Bentuk Konik+   Nol1 3 0 0 Positif 1x002 + 2y002 + 3z002 = konst Ellipsoid(termasuk bola jika a = b = r)2 2 1 0 Positif 1x002 + 2y002 + 3z002 = konst Hiperboloid 1 potong3 2 1 0 Negatif 1x002 + 2y002 + 3z002 = konst Hiperboloid 2 potong4 2 1 0 Nol 1x002 + 2y002 + 3z002 = 0 Kerucut eliptik5 2 0 1 Positif/NegatifNol 1x002 + 2y002 + i0z00 = 0 Paraboloid eliptik6 1 1 1 Positif/Negatif/Nol 1x002 + 2y002 + i0z00 = 0 Paraboloid hiperbolikCatatan:i. Matriks A pada bentuk (1) merupakan matriks denit positif (semua nilai eigennya bernilai positif),yang bentuk kuadriknya adalah ellipsoid (termasuk bola)ii. Matriks A pada bentuk (2) sampai (4) merupakan matriks indenit, yang bentuk kuadriknyaberupa hiperboloid 1 potong, hiperboloid 2 potong dan kerucut eliptik, tergantung pada tanda konstantanyaiii. Matriks A pada bentuk (5) merupakan matriks semi denit positif (juga merupakan matriks singular),yang bentuk kuadriknya berupa paraboloid eliptik.iv. Matriks A pada bentuk (6) yang termasuk dalam matriks singular dan bukan merupakan matriksindenit bentuk kuadriknya berupa paraboloid hiperbolik.
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